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Resumen 
La formación de los futuros ingenieros mecánicos en dinámica de sistemas multicuerpo 3-D 
rara vez encuentra una materia específica en los planes de estudio, ni siquiera en postgrado. 
Cuando sólo se dispone de algunas horas (entre 5 y 10 horas de clase y unas 15 de trabajo 
personal) en el marco de una materia más general, las coordenadas naturales y Matlab son 
probablemente el único camino para alcanzar ciertos objetivos prácticos. Aquí se aborda 
cómo se pueden alcanzar estos objetivos, con un aprendizaje basado en .casos reales. 
 




Very often, the curriculum of mechanical engineers doesn't include any specific subject on 
kinematics and dynamics of multibody systems. In these situations the unique opportunity 
to introduce MBS is to dedicate from 5 to 10 hours to this subject inside a more general 
course, plus about 15 hours of personal work. This paper shows how this short time can be 
enough if natural coordinates are used. 
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1. Introducción 
El análisis cinemático y dinámico de sistemas multicuerpo 3-D ha cobrado mayor im-
portancia en los últimos años como consecuencia de los mayores requerimientos de ve-
locidad, economía y precisión a que se ven sometidos los vehículos y máquinas actua-
les, por no citar más que dos de las aplicaciones más importantes. 
A diferencia de lo que ocurre en EEUU y en otros países de la UE, ninguna universidad 
española ofrece cursos básicos de esta materia, ni siquiera entre las asignaturas optativas 
o de libre elección. Sí se ofrecen en cursos de postgrado. En estas condiciones, lo más 
que se puede hacer es dedicar unas pocas horas (entre 5 y 10 horas de clase, y otras tan-
tas o algunas más de prácticas personales con Matlab) en el contexto de cursos más ge-
nerales, como. “Teoría de Máquinas” o “Métodos Numéricos en Ingeniería Mecánica”. 
Con una docencia reducida cobran mayor interés los métodos que son a la vez generales 
y sencillos, como es el caso de las coordenadas naturales [1]-[2]. Con ellas las rotacio-
nes 3-D se definen de un modo muy sencillo y las ecuaciones de restricción (cuadráticas 
o lineales), tienen la forma más simple posible. La utilización de coordenadas naturales 
en la docencia [3] se ve facilitada por el citado texto [1] disponible de modo gratuito. 
Sin embargo, faltaban ejemplos prácticos sencillos y no tan sencillos, programados en 
con Matlab, que resultaran a la vez fáciles de entender y útiles de aplicar [4].  
Las coordenadas naturales no necesitan parámetros angulares para representar la orien-
tación angular 3-D, gracias a lo cual estos problemas pueden ser abordados directamen-
te, sin pasar por el caso 2-D y sin entrar en más complejos fundamentos teóricos. Este 
artículo resume las ventajas docentes de las coordenadas naturales y presenta ejemplos 
prácticos programados con Matlab.  
2. Fundamentos teóricos 
Los métodos de simulación de sistemas multicuerpo se clasifican en globales y topoló-
gicos según aprovechen o no la conectividad de los elementos. Los segundos pueden ser 
más eficientes, pero los primeros son más sencillos y más adecuados para la docencia. 
La descripción de la orientación de un triedro móvil respecto a otro fijo es un problema 
clásico de mecánica y matemáticas. Todos los conjuntos de tres parámetros (ángulos de 
Euler, de Bryant, etc.) presentan posiciones singulares y por ello muchos autores prefie-
ren sistemas extendidos (como los parámetros de Euler o la matriz de rotación A), aun-
que entre ellos existan restricciones. A continuación se muestran las expresiones de la 
matriz de rotación y la relación entre velocidades para el caso de los ángulos de Euler: 
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Las ecuaciones de restricción de posición y velocidad involucran estas matrices para 
cada elemento y resultan complicadas de formular y programar, ya que obligan a reali-
zar numerosos cambios de las coordenadas locales de cada elemento a las globales. Por 
el contrario, las coordenadas naturales formulan las restricciones en coordenadas globa-
les con unas matemáticas muy sencillas: el producto escalar, el producto vectorial y la 
expresión de un vector como combinación lineal de los vectores de una base. Las coor-
denadas naturales permiten hallar las expresiones análogas a las de la ecuación (1) de un 
modo aún más sencillo e incluyendo su deducción. 
Considérese un sólido rígido con dos puntos ir  y jr , y dos vectores unitarios u y v, no 
coplanarios con el segmento ( )j i−r r . Se puede definir la siguiente matriz invertible: 
 j i⎡ ⎤≡ −⎣ ⎦X r r u v  (2) 
La matriz de rotación A relaciona las posiciones actuales X con las iniciales 0X , mien-
tras que la matriz antisimétrica ω  permite hallar las velocidades. Se tiene pues que: 
 1 10 0      ,               
− −= ⇒ = = ⇒ =X AX A XX X ωX ω XX    (3) 
3. Ecuaciones de restricción 
La mejor forma de explicar cómo surgen y cómo se plantean las ecuaciones de restric-
ción es con un ejemplo no trivial, como el robot Kawasaki ZZX de la Figura 1. 
  
Figura 1. Robot de cadena cerrada modelado con coordenadas naturales. 
Obsérvese que el modelo se ha definido con puntos y vectores unitarios. Los pares de 
revolución se introducen de dos formas: compartiendo un punto y un vector unitario, o 
compartiendo dos puntos, y no generan ecuaciones de restricción. Las ecuaciones de 
restricción surgen de la condición de sólido rígido para cada elemento. Sea q el vector 
de coordenadas dependientes del robot, al que se añaden los ángulos en los pares: 
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– Elemento 2 (puntos 1r , 2r  y 3r ; vectores unitarios 1u  y 3u ) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2
2 1 12 3 2 3 2 23 1 3 1 3 132 1
3 1 3 3 2 3 3 3 3 1 2 1 1 12
0,     0,     0
0,     0,     1 0,     0,     cos 0
T T T
TT T T T
L L L
L α
− − = − − − = − − − =−
− = − = − = = − − =
r r r r r r r r r rr r
u r r u r r u u u u r r u
 (5) 
– Elemento 3 (puntos 2r  y 4r ; vector unitario 3u ) 
 ( ) ( ) ( )24 2 4 2 24 3 4 20,       0T TL− − − = − =r r r r u r r  (6) 
– Elemento 4 (puntos 3r  y 5r ; vector unitario 3u ) 
 ( ) ( ) ( )25 3 5 3 35 3 5 30,      0T TL− − − = − =r r r r u r r  (7) 
– Elemento 5 (puntos 4r , 5r  y 6r ; vector unitario 3u ) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 2
5 4 5 4 45 6 5 6 5 56 4 6 4 6 46
3 5 4 3 6 4
0,     0,     0
0,       0
T T T
T T
L L L− − − = − − − = − − − =
− = − =
r r r r r r r r r r r r
u r r u r r
 (8) 
– Elemento 6 (puntos 6r  y 7r ; vector unitario 3u ) 
 ( ) ( ) ( )27 6 7 6 67 3 7 60,      0T TL− − − = − =r r r r u r r  (9) 
– Elemento 7 (puntos 6r  y 7r ; vector unitario 4u ) 
 ( )4 7 6 4 40,      1 0T T− = − =u r r u u  (10) 
– Elemento 8 (puntos 7r  y 8r ; vector unitario 4u ) 
 ( ) ( ) ( )28 7 8 7 78 4 8 70,      0T TL− − − = − =r r r r u r r  (11) 
– Elemento 9 (puntos 7r  y 8r ; vector unitario 5u ) 
 ( )5 8 7 5 50,      1 0T T− = − =u r r u u  (12) 
Las ecuaciones (5)-(12) determinan completamente el movimiento de los puntos y vec-
tores unitarios del robot. Para definir los ángulos en los actuadores se utilizan las si-
guientes ecuaciones de restricción adicionales (sólo las dos primeras con todo detalle): 
– Ángulo 1ψ  entre 2u  y 3u  medido en el sentido dado por 1u . Se utiliza el producto 
escalar o una componente grande del producto vectorial según el valor de 1ψ : 
 2 3 1 1
2 3 1 1 1
cos 0,        si cos 0.8








– Ángulo 2ψ  entre los vectores ( )4 2−r r  y 1u  medido en el sentido de 3u :  
 ( ) ( )
4 2 1 24 2 1
4 2 1 3 24 2 1
cos 0,        si cos 0.8
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 (14) 
– Ángulo 3ψ  entre los vectores ( )4 6−r r  y ( )7 6−r r  medido en el sentido de 3u : 
 ( ) ( ) ( ) ( )4 6 7 6 46 67 3 4 6 7 6 3 46 67 3cos 0,      sen 0T L L L Lψ ψ− − − = − × − − =r r r r r r r r u  (15) 
– Ángulo 4ψ  entre los vectores 3u  y 4u  medido en el sentido de ( )7 6−r r : 
 ( )3 4 4 3 4 7 6 67 4cos 0,     senT Lψ ψ− = × − − ⋅ =u u u u r r 0  (16) 
– Ángulo 5ψ  entre los vectores ( )6 7−r r  y ( )8 7−r r  medido en el sentido de 4u : 
 ( ) ( ) ( ) ( )6 7 8 7 67 78 5 6 7 8 7 4 67 78 5cos 0,     sen 0T L L L Lψ ψ− − − = − × − − =r r r r r r r r u  (17) 
– Ángulo 6ψ  entre los vectores 4u  y 5u  medido en el sentido de ( )8 7−r r : 
 ( )4 5 6 4 5 8 7 78 6cos 0,     senT Lψ ψ− = × − − ⋅ =u u u u r r 0  (18) 
Puede observarse la sencillez matemática de las expresiones anteriores, que se pueden 
expresar globalmente en la forma (junto con su primera y segunda derivada): 
 ( ) ( ) ( ), ,       , ,       ,t tt t t= = − ≡ = − − ≡q q qΦ q 0 Φ q q Φ b Φ q q Φ q Φ c     (19) 
Estas tres ecuaciones son respectivamente las ecuaciones de restricción de posición, 
velocidad y aceleración. A continuación se describen brevemente las funciones que eva-
lúan estas restricciones con Matlab (disponibles en [4]). El cálculo las expresiones (19) 
se hace mediante las siguientes funciones de Matlab, que son completamente generales, 
y que se llaman así: 
    Fi  = formFiPU4(q, CONSTR, P, U, ANGLES, DIST); 
    Fiq = formFiqPU4(q, CONSTR, P, U, ANGLES, DIST); 
    C   = formFiqdqdPU4(q, vel, CONSTR, P, U, ANGLE, DIST); 
 
 
En estas funciones aparece la geometría del mecanismo que de forma general se define 
con las matrices P, U, ANGLE y DIST. La primera se ellas se explica como sigue.  
Por ejemplo, en la Figura 2 se 
representa una suspensión Mac-
Pherson con 12 puntos, 4 vecto-
res, un ángulo (el giro de la rueda 
sobre 1u ) y dos distancias (entre 
los puntos 4 y 12, que representa 
el movimiento de la dirección, y 
entre los puntos 9 y 10, que es el 
movimiento vertical de la rueda). 
Los puntos 1, 2, 8 y 12 pertene-
cen al chasis. La rueda está defi-
nida por los puntos 6 y 7, y por el 
vector 1u . Las tres últimas co-
lumnas de P definen la posición del punto en el vector q (ver ec. (4)). De forma análoga 
se definen las otras matrices. La matriz P se define así: 
P=[ 2.8247,  0.4445,  0.0000    1:3   % Lower control arm - chassis (point 1) 
    2.5181,  0.4322,  0.0000    4:6   % Lower control arm - chassis (point 2) 
    2.8000,  0.7635,  0.0000    7:9   % Lower control arm - carrier (point 3) 
    2.6650,  0.3704,  0.2000  10:12   % Rod - rack steering (point 4) 
    2.6158,  0.7565,  0.1046  13:15   % Rod - carrier (point 5) 
    2.8000,  0.8135,  0.1300  16:18   % Carrier - wheel (point 6) 
    2.8000,  0.8135,  -.1800  19:21   % Wheel (point 7) 
    2.7700,  0.7135,  0.7500  22:24   % Chassis (point 8) 
    2.7749,  0.7217,  0.6269  25:27   % point 9:  
    2.7864,  0.7409,  0.3397  28:30   % Carrier  (point 10) 
    2.6650, -0.3704,  0.2000  31:33   % second point in the rack (point 11)  
    2.6650,  0.0000,  0.2000  34:36]; % Chassis (point 12) 
 
 
Las restricciones se definen como filas de una matriz CONSTR, con el tipo de restric-
ción, los puntos y vectores involucrados y las constantes. Así, las ecs. (6) se definen: 
    % Body 3 
    1000, 2, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, L24 
    1002, 3, 2, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0, L24, 0 
 
Los primeros valores indican el tipo de restricción: la “1000” es una distancia constante 
L24 entre los puntos 2 y 4; la “1002” es la ortogonalidad entre 3u  y el segmento 4 2−r r . 
4. Conclusiones 
La simplicidad de sus ecuaciones con coordenadas naturales y la facilidad con la que se 
programan con Matlab, permite alcanzar importantes resultados en breve espacio de 
tiempo. Una forma concreta de llevar esto a la práctica se puede encontrar en [4]. 
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